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Abstract-Now presentons une etude du transfert thermique dam des domaines possttdant des singularit& 
en flux aux front&es. Apres une mise un evidence des deux types de singularitts que I’on peut rencontrer, 
une methode de calcul des flux aux parois utilisant des volumes de controle aux frontitres est proposee. 
Des exemples numeriques en conduction et en convection nous permettent d’illustrer l’importance des 
erreurs commises d’une part et les gains en precision que la methode proposee permet d’obtenir d’autre 
part. Nous terminons par une discussion sur la zone d’influence de la singularitt qui conditionne le choix 

de la taille des volumes de contrble. rC:# 1997 Elsevier Science Ltd. 

1. INTRODUCTION 

Dam de nombreux problemes de thermique definis 
dans de geometries complexes, des singularites en flux 
apparaissent naturellement en certains points de la 
frontier-e. La jonction entre une paroi adiabatique et 
une paroi isotherme faisant entre elles un angle super- 
ieur a n/2 en est un exemple typique. Le calcul des flux 
parietaux peut dans ce cas Ctre entache d’une erreur 
systtmatique parfois importante. Ce probleme bien 
connu en mecanique de fractures [ 1] n’a recu qu’assez 
peu d’attention en thermique. 11 est generalement 
traite a l’aide dune technique de raffinement de 
maillage parfois completee par une extrapolation de 
Richardson [2, 31. La combinaison dune etude 
asymptotique au voisinage du point singulier et dune 
etude numerique loin de celui-ci peut Cgalement &tre 
utilisee [4. 51. Signalons aussi, l’utilisation d’elements 
finis avec des bases d’interpolation singulieres [6-81. 
Une autre approche consiste a utiliser une trans- 
formation conforme dans la region voisine du point 
singulier [9]. 

Quand les singularites sont multiples, on concoit 
que ces mtthodes par ailleurs lourdes a mettre en 
oeuvre, necessitent des temps de calcul et un espace 
memoire importants. D’autre part, leur integration a 
des codes de calcul aux elements finis est pour le moins 
problematique. 

On propose ici une technique basee sur le concept 
des volumes de controle qui permet, sous certaines 
conditions, de contourner la difficulte poke par la 
presence de singularites. 

En plus des singularites dues a des conditions aux 
limites mixtes (qui sont les plus connues), nous trai- 
terons Cgalement les singularites en parois isothermes. 
Apres une mise en evidence des deux types de singu- 
larites, nous illustrons sur des exemples numeriques 
l’importance des erreurs qu’elles induisent et les gains 

en precision que la methode proposee permet d’ob- 
tenir. Nous terminons par une discussion sur les zones 
d’influence des singularites et sur le choix de la taille 
des volumes de contrble. 

2. MISE EN IiVIDENCE DES SINGULARIT& 

Dans ce paragraphe, l’apparition de la singularite 
est mise en evidence sur l’exemple de la conduction de 
la chaleur en regime stationnaire. Bien Cvidemment, 
le probleme est le meme en convection puisqu’au vois- 
inage des parois, le transfert de chaleur se fait par 
conduction. 

Considerons le coin de la Fig. 1 limite par les faces 
cp = 0 et cp = x correspondant respectivement a une 
paroi a temperature constante T, et a une paroi adia- 
batique. La demonstration qui suit, s’effectue a partir 
dune temperature T, nulle, mais peut facilement s’et- 
endre a une temperature Tp quelconque par un chan- 
gement de variable T* = T-T,. 

L’Cquation de la chaleur en coordonnees polaires 

(r, (p) s’ecrit : 

12 a 

(3 

1 ?‘T 
~~ riiy +,-=O 
r ar r- dq? 

avec les conditions aux limites suivantes 

f TP 
Point singulier 

Fig. I. Singularite en flux due a des conditions aux limites 
mixtes. 
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NOMENCLATURE 

A,, B, coefficients darts les equations (4) et 
(9) 

d longueur 
9 acceleration de la pesanteur 
L, 1 longueur 
n normale a la front&e 
0 origine du repee cartesien 
P noeud 
r coordonnee polaire 
Ra nombre de Rayleigh ( =gjATL3/vS) 
S terme source 
T temperature 
x, y, z coordonnees cartesiennes. 

Symboles grecs 
angle de la cavitt 

I; coefficient d’expansion volumique 
6 diffusivite thermique 
AT difference de temperature entre les 

parois chaudes et froides ( = T, - TJ 
I- frontiere 
E erreur 

; 
coordonnee polaire 
flux 

1 conductivite thermique 
V viscosite cinematique 
WI? valeurs propres. 

T(r,O) = 0 

aT(r, rp) o, 
-= acp 

(2) r 

Point singulier 
(3) /A \a cp 

La methode de separation des variables conduit a 
la solution : 

TP 
T(r, cp) = f A,P” sin(w,rp) 

n=O 
(4) Fig. 2. SingularitC en flux sur des parois isothermes. 

avec 

w, =(2n+l)c. 

Au voisinage du coin (r -+ 0), nous avons alors : La temperature et les flux de chaleur au voisinage 

( > 

du coin (r + 0) s’ecrivent ici : 
T(r, cp) - Aorn’2a sin ;q. (6) 

T(r, VP) - B,r”‘“sin fq 
( > 

(11) 

Les flux de chaleur s’en deduisent facilement : 

q,(r,cp) = _,,(%),1.,*.~-,sin(~~) (7) qr’r’rp’= -B’(~)rin’il-‘sin(%o) ‘12’ 

qvp(r,q) = _,,(~)r~~,~,i~Icos(~Ip), (8) %@,V) = -B,~)r(~/~)-lcos(~,). (13) 

Ces deux dernieres relations montrent clairement que On peut ainsi voir que dans ce cas les flux sont infinis 

les flux sont infinis pour a > n/2. pour a > 77. 

Une demonstration similaire peut Ctre faite dam le 
cas d’un coin isotherme de temperature Tp (Fig. 2). 
La temperature s’ecrit ici : 3. IMPORTANCE DES SINGULARIT& 

T(r, cp) = 5 B,r”n sin(w,cp) (9) 
Afin d’illustrer l’importance des erreurs induites par 

n=cl la presence de singularites sur le calcul des flux pari- 
Ctaux, considerons le probltme de la conduction de la 
chaleur dans le domaine paralltlepiptdique de la 
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0 

J 

Singularit 

+ 
Y 

Fig. 3. Domaine tridimensionnel posstdant une ligne 
singulitre. 

Fig. 3. Les surfaces carrees Sl a Sl 1 ont des arttes 
de longueur L = 1. Le domaine est limit6 par quatre 
surfaces rectangulaires (S4 + S9), (S3 + S8), (S6 + 
Sl l), (S5 + SlO) et par deux surfaces car-r&es Sl et S7. 
La surface S2 qui apparait sur la figure est une surface 
fictive qui est utilisee pour facihter la visualisation 
du domaine d’etude et qui sert a la construction du 
maillage (elle ne represente par une frontiere du 
domaine). La paroi (S3 +S8) est portee a une tem- 
perature constante T, tandis que sur la paroi opposee, 
la surface S5 est maintenue a une temperature con- 
stante Tf (Tf < T,). Toutes les autres surfaces 
(Sl, S4, S6, S7, S9, SlO, Sl 1) sont suppostes &tre adia- 
batiques. On constate done sur la paroi (S5+ SlO), la 
juxtaposition dune condition de Dirichlet (sur S5) et 
dune condition de Neumann homogene (sur SlO) 
avec un angle Cgal a rc, conduisant ainsi a l’apparition 
d’une singularite sur far&e commune aux deux 
surfaces. 

Un code de calcul aux elements finis a Cte utilise 
pour le calcul du champ de temperature et des flux 
entrant et sortant dans le Volume. Les flux adimen- 
sionnels obtenus sur les parois actives avec un maillage 
en 2000 elements hexaedriques sont respectivement de 
1.43308 et - 1.2303, soit une erreur relative de 
14.15%. La definition de l’erreur relative (qui sera 
utilisee tout au long de cette etude) est donnee par : 

lp” - @,” 

&(%) = 100* ___ I I ws 

ou W’ et W reprbentent respectivement le flux entrant 
(ou sortant) sur la paroi ne presentant pas de singu- 
larites et le flux sortant (ou entrant) sur la paroi pre- 
sentant une singularite. 

Nous avons ensuite effectue le calcul en considtrant 
le domaine bidimensionnnel compose des surfaces S4 
et S9 et en gardant les memes conditions aux limites 
(done la singularite). Pour un maillage en 200 elements 
quadrilateraux, nous avons obtenus des flux de 
1.42362 et de - 1.2797, soit une erreur relative de 
10.11%. Le calcul effect& en imposant la meme con- 
dition de dirichlet sur S5 et sur SlO (done en absence 

a fait ntgligeable dans les deux cas bidimensionnel et 
tridimensionnel. Des erreurs aussi importantes sur le 
calcul des flux parietaux (grandeurs qui interessent 
beaucoup le thermicien) sont bien sQr inacceptables. 

4. CALCUL DES FLUX PAR LA MhHODE DES 

VOLUMES DE CONTRdLE 

Pour contourner la difficult& lice a la presence de 
singularites en flux, nous avons done choisi de calculer 
les flux sur les noeuds aux front&es en considerant 
les volumes de controle cent& sur ces noeuds et en y 
effectuant des bilans d’energie. Les volumes de con- 
trole sont construits sur la trame du maillage en 
elements finis. Cette construction peut se faire de 
diverses facons et pour tous les types d’tltments finis 
geometriques utilises. Dans le cas d’un maillage en 
elements finis triangulaires par exemple, la methode 
la plus simple consiste a relier les centres de gravite 
des triangles aux milieux des a&es. 

Considerons maintenant le volume de controle cen- 
tre sur le noeud frontihe P, represent& sur la Fig. 4. 
Le flux sortant mbDltanf a la front&e est tgal a la somme 
du flux entrant Qentranf dans le volume et du terme 
source S Cventuellement : 

Rxtant = Qmrmt + s. (14) 

Le flux par&al n’est ainsi plus calcule directement 
en paroi od est localiste la singularite, mais a l’in- 
terieur du domaine. Le flux entrant dans la partie I?, 
de la front&e du volume de controle appartenant au 
triangle e s’ecrit dans le cas general : 

(15) 

oi A est la conductivite thermique du milieu consider+, 
V sa vitesse (dans les cas convectifs) et n la normale 
sortante a f,. L’integrale ci-dessus est calculee en 
utilisant l’interpolation correspondant a l’ekment fini 
geometrique choisi. Finalement Bentrant est determine 
par sommation sur tous les triangles ayant pour som- 
met commun le noeud front&e P : 

_.-- e 
_/- 

Fig. 4. Bilan thermique sur un volume de contrble en fron- 
de singularite) a conduit en revanche a une erreur tout ti6re. 
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(‘a&& diffkentiellement chauffke posstdant un point 
singulier. 

aJ entr‘lnt = cm). (16) 
e 

Les d&tails de ces calculs peuvent Ctre trouvCs par 
ailleurs [lo]. II est important de remarquer ici que 
les champs peuvent &tre calculCts par n’importe quelle 
mCthode numCrique (diffirences finies, ClCments 
finis,. .) et les flux calculCs par cette technique de 
bilans. D’autre part, cette faGon de procCder n’induit 
pas d’augmentation notable des temps de calcul. 

L’intCr&t de cette mCthode de calcul des flux est 
illustrC dans les paragraphes qui suivent ri travers des 
problkmes de conduction et de convection naturelle 
d&finis dam des gComCtries bidimensionnelles. Nous 
dksignerons dans ce qui suit, cette mCthode de bilans 
par I’abrCviation MB. 

5. SINGULARITk DUES A DES CONDITIONS 

AUX LIMITES MIXTES 

ConsidCrons la cavitC carrCe reprCsentCe sur la Fig. 
5. La paroi verticale de gauche est g la tempkrature 
constante T,. La frontikre verticale de droite est divisCe 
en deux segments de longueur identique d. La partie 
infirieure de cette paroi est ri une tempbrature con- 
stante Ti plus basse que T, tandis que les parois hori- 

zontales et la partie supkrieure de la paroi verticale de 
droite sont adiabatiques. Le point de coordonnCes 
(L, d) correspond done g un point singulier avec un 
angle de I SO-. 

5.1. Rkgime conduct$stationnaire 
Le Tableau 1 compare les rksultats numCriques en 

flux obtenus par une mCthode de diffkrences finies 
(MDF) en intCgrant le vecteur flux sur une front&e 
par la mCthode de Simpson, une mCthode aux 
ClCments finis triangulaires (MEF) du type Galerkin 
et par la mCthode de bilans (MB) d&rite prC- 
cCdemment en rCgime conductif stationnaire. 

On observe que le flux entrant dans la paroi verticale 
de gauche est bien calculk par les trois mCthodes. En 
ce qui concerne la paroi verticale de droite (qui con- 
tient le point singulier), on constate en revanche que 
le calcul du flux sortant par la mkthode des diffkrences 
finies et par la mkthode des Clkments finis induit une 
erreur permanente quelle que soit la finesse du mail- 
lage. L’utilisation d’une extrapolation de Richardson 
n’amCliore g&e les rtsultats comme le montre la 
dernikre ligne du tableau. 

D’un autre c6t6, la mCthode de calcul des flux pro- 
poske conduit g des flux sortants d’une prtcision 
remarquable. L’erreur relative est ici infkrieure ?I 
0.004% pour un maillage l%che de (5*5). PrCcisons ici 
que les flux locaux calcul& par les trois mkthodes ne 
diffitrent qu’au voisinage immkdiat du point singulier. 
Remarquons enfin que I’erreur relative de la mCthode 
des bilans augmente l&g&-ement lorsqu’on affine le 
maillage. Ceci peut paraitre contradictoire avec le 
principe de convergence spatiale des mCthodes 
numiriques. Nous verrons plus loin que ce probleme 
est en fait lit a la zone d’influence des singularit&. 

5.2. R&me connect$stationnaire 
Nous avons ensuite consid& le problkme de la 

convection naturelle laminaire dans la configuration 
de la Fig. 5. Nous avons utili& pour cela une mkthode 
aux Uments finis basCe sur le concept des volumes de 
contrBle (MVCEF) [lo, 1 l] pour la r&solution 
numCrique. Le calcul des flux a CtC effectuC comme 
prC&demment. 

Nous avons cornpark nos rCsultats aux solutions 
donnCes par le code FIDAP [12] qui utilise une for- 
mulation en ClCments finis. Nous avons calculC les 

Tableau 1. Comparaison entre les valeurs des flux obtenues par diffkentes mtthodes en rigime conductif 

Maillages 

5*5 0.88908 -0.54980 38.16 0.87709 -0.60402 31.13 0.87705 - 0.87702 3.42 x lo-’ 
11*11 0.84761 -0.64555 23.84 0.84308 -0.67767 19.62 0.84308 -0.84310 2.37 x 10. 3 
21*21 0.83372 -0.69740 16.35 0.83128 -0.71657 13.80 0.83138 -0.83144 7.22x 10~’ 
31*31 0.82905 -0.72035 13.11 0.82764 -0.73430 I 1.28 0.82769 -0.82752 2.05 x 10 ’ 
41*41 0.82671 -0.73400 11.21 0.82529 - 0.74509 9.72 0.82540 -0.82556 1.94 x 10-l 
51*51 0.82530 -0.74330 9.94 0.82458 -0.75254 8.74 0.82445 -0.82437 9.70 x 10 m3 
Extrapolation 0.82437 - 0.74620 9.48 0.82329 -0.75460 8.34 0.82341 -0.82360 2.35 x lo-* 
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- MVCEF 31’31 

:: 
-0 10” 2 lo* 4 IO’ 6 10’ 8 10” 1 ld 1 lo5 

Ra 

Fig. 6. Erreur relative sur les flux en fonction du nombre de 
Rayleigh pour differents maillages. 

nombres de Nusselt en fonction du nombre de Ray- 
leigh pour differents maillages et pour un nombre de 
Prandtl de 0.72. La difference essentielle apparait bien 
stir au niveau des flux traversant la paroi froide oh se 
trouve la singularitt. Nous avons report& sur la Fig. 
6, les erreurs relatives (entre les nombres de Nusselt 
sur les deux parois actives) obtenues pour differents 
maillages. Ces resultats donnent d’une part, la mesure 
des erreurs commises et d’autre part, le gain en pre- 
cision que permet la methode de calcul des flux par 
bilans. I1 est interessant de souligner ici qu’en ce qui 
concerne les champs calcules, les deux methodes 
donnent des resultats sensiblement identiques. 

6. SINGULARIT& SUR DES PAROIS 

ISOTHERMES 

Afin de montrer la vigueur de ce type de singularites, 
nous avons consider+ le probleme de la conduction 
stationaire dans le domaine de la Fig. 7. La front&e 
AFE est isotherme et maintenue a 1 ‘C tandis que les 
deux c&es BC et CD du diedre sont maintenus a 0°C. 
Le sommet du diedre est ici le point singulier. L’etude 
est effect&e pour des valeurs de c( comprises entre 
180” et 3 14.76”, la valeur CI = 180’ correspondant au 
cas limite non singulier du rectangle. 

On remarque que la methode proposee donne une 
erreur nulle pour un maillage en 800 elements et pour 
les deux angles de 223.6” et 280.38”. Ceci est dti aux 
proprietes de conservation locale de la methode. On 
constate aussi que cette erreur augmente (quoique 
restant encore assez faible) au fur et a mesure qu’on 
affine le maillage. Ceci est dQ a l’extension de la zone 
d’influence de la singularite comme on le verra plus 
bas. 

Pour la configuration correspondant a l’angle de 
314.76’, on constate que l’erreur n’est plus nulle pour 
le maillage de 800 elements. Dans ce cas, la singularite 
est plus importante et la front&e du volume de con- 
trble est alors en partie situee dans la zone d’influence. 

7. ZONE D’INFLUENCE DES SINGULARITkS 

Le champ de temperature a d’abord ete determine II est bien evident que la presence de singularites 
par une methode aux elements finis du type Galerkin. influe egalement sur le champ de temperature au vois- 
Les flux globaux traversant les front&es AFE et BCD inage immediat des points singuliers. On conceit alors 
ont ensuite tte calcules par la methode des elements qu’au dela d’une certaine finesse du maillage, le calcul 

Tc - 

Lc Y 
Fig. 7. Cavite differentiellement chauffee possedant un point 

singulier sur une paroi isotherme. 

finis et par la methode des volumes de controle 
construits aux front&es. Nous avons regroup& les 
resultats obtenus avec differents maillages en elements 
triangulaires dans le Tableau 2. Ces resultats montrent 
que la methode de calcul des flux par elements finis 
induit des erreurs importantes qui augmentent avec 
l’ordre de la singularite. On constate d’autre part que 
la technique de calcul des flux par bilans sur des vol- 
umes de controle permet d’obtenir des resultats tres 
p&is. 

Tableau 2. Comparaison entre les valeurs des flux obtenues par la methode des bilans et la MEF dans le cas du regime 
convectif 

Angle Maillage MEF MB 
Y Elements Noeuds a)TAFE @‘Two E ( % ) @rAt-t @)rBCD E (%) 

180 800 441 0.50000 - 0.50000 0.00 0.50000 
223.6 800 441 0.53284 - 0.55664 4.47 0.53286 

1600 861 0.53270 -0.54885 3.03 0.53276 
3600 1891 0.53245 - 0.54526 2.41 0.53256 

280.38 800 441 0.65454 -0.73979 13.02 0.65456 
1600 861 0.65162 -0.71850 10.26 0.65 167 
3600 1891 0.64870 -0.70056 7.99 0.64889 

314.76 800 441 1.08819 - 1.27058 16.76 1.08976 
1600 861 I .06076 - 1.20928 14.00 I .06140 
3600 1891 1.04368 ~ 1.16010 11.15 1.04417 

- 0.50000 
-0.53286 
-0.53270 
- 0.53234 
~ 0.65456 
-0.65160 
- 0.64855 
- I .08972 
- 1.06132 
- 1.04379 

0.00 
0.00 

1.12x 10-Z 
4.13x 10 2 

0.00 
1.07 x 10 2 
5.23 x lo-’ 
3.67 x IO-’ 
7.54x IO_? 
3.64x IO ’ 



4260 H. SADAT et P. SALAGNAC 

40 

Q 35 

w 30 
??

25 

20 

Fig. 8. Maillage fin prts de la singularite. 
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T 
Fig. 10. Erreur relative sur le comportement asymptotique. 

du flux entrant dam le volume de controle est erront 
par le fait m@me que les temperatures sont ma1 calcu- 
lees. On en deduit que les front&es des volumes de 
controle doivent Ctre situ&es en dehors de la zone 
d’influence de la singularite que nous definissons ci- 
dessous. 

Considtrons le maillage fin de la Fig. 8. Au vois- 
inage du point singulier, la solution est donnee par 
l’equation (11) oti le coefficient B, est bien stir 
inconnu. Les temperatures en deux points situ& aux 
positions radiales I et r + Ar (pour une position ang- 
ulaire IJJ donnee) doivent done satisfaire la relation : 

T(r + Ar) r+Ar W’ 

T(r) -I- 1 r 

od n/u = 0.64 dans le cas consider& ici. 
De m&me, dans le cas de la singularite de la Fig. 5, 

on a la relation : 

T(r + Ar) r+Ar no0 -------= ~ 
T(r) [ 1 r (18) 

avec n/(2cr) = 0.5. 
Les relations (15) et (16) nous permettent de rep- 

&enter sur les Figs 9 et 10, les erreurs relatives E, 
et er entre le rapport theorique et le rapport calcule 
numeriquement pour les deux types de singularitts : 

20- 
8 . . 

: 
w 15 - 

10 - 
??

5 - . 
. 
??*.*****.,.**.., 

0 ,a*‘**, 
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 

r 
Fig. 9. Erreur relative sur le comportement asymptotique. 

E, = 

&2 = 

Pour la singularite en paroi isotherme (Fig. 7) on 
observe que cette erreur est inferieure a 1% dans une 
region comprise entre r = 0.04 et r = 0.1. Ceci signifie 
que la temperature est calculee de facon precise dans 
cette region. Au fur et a mesure que r tend vers zero, 
l’ereur augmente rapidement pour atteindre 18% a 
r = 5 x 10m3. Ces resultats montrent done que le vol- 
ume de controle doit &tre assez large pour que sa 
front&e soit situ&e dans la region de la Fig. 9 ou 
l’erreur E est faible. 

Les memes remarques peuvent &tre faites pour le 
deuxieme type de singularite (Fig. 10). Nous ferons 
simplement remarquer que cette singularitt perturbe 
beaucoup plus le champ de temperature que la pre- 
cedente. L’erreur maximum observee est de 27.9% 
pour le point le plus proche de la singularite. 

Remarquons enfin que pour ce type de singularite, 
la temperature sur la paroi adiabatique n’est pas une 
donnee du probleme. La temperature aux noeuds 
places sur la paroi adiabatique et se trouvant dans 
la zone d’influence de cette singularite est done ma1 
Cvaluee. Ceci explique les erreurs plus importantes sur 
le calcul des flux que I’on obtient dans ce cas. 

8. PROBLkMES A SINGULARITtS MULTIPLES 

Bien Cvidemment, dans les problemes ou coexistent 
plusieurs points singuliers, les erreurs sont plus 
importantes. Considirons par exemple la cavitt 
rectangulaire de longueur L et de largeur L/2 repre- 
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Tc u2 Tf 

L 
Fig. 11. Exemple d’une configuration possedant des singu- 

larites multiples. 

sentee sur la Fig. 11. La paroi verticale lisse est a une 
temperature constante T, alors que la paroi opposee, 
form&e d’ailettes est a une temperature constante Tf. 
Cette derniere front&e possede done 5 points sing- 
uliers. Les front&es horizontales sont supposees adia- 
batiques. Nous avons utilise un maillage compose de 
619 noeuds et de 1121 elements avec pour valeurs 
numCriquesL=1m,T,=1”C,Tr=O”Cet~=1W 
m-’ “C’. Nous avons report6 dans le Tableau 3 les 
resultats aux front&es obtenus a l’aide de la methode 
des bilans et les resuhats obtenus par la methode des 
elements finis dans le cas du regime conductif station- 
naire. I1 apparait ainsi que les erreurs commises au 
niveau de chacun des points singuliers s’additionnent 
et conduisent a une erreur tres importante de 56% 
dans le cas de la methode des elements finis. 

En dehors des problemes od les singuiarites sont 
determinCes par la geometric, il existe des situations 
ou elles sont dues a la modelisation de la geometric. 
Ainsi par exemple, pour modeliser un cercle, les mail- 
leurs en elements finis pro&dent par assemblage de 
segments de droite. Ceci peut alors induire des singu- 
larites qui n’existaitent pas dans le probleme original. 

Fig. 12. (a) Frontiere convexe; (b) front&e concave. 

Prenons le cas particulier d’un espace annulaire de 
section circulaire. En maillant ce type de domaine en 
elements finis, on s’apercoit que la frontibre interieure 
Ctant convexe [Fig. 12(a)], l’angle CY entre deux seg- 
ments de droite juxtaposes est strictement superieur a 
n (ce qui induit autant de points singuleirs que de 
neouds front&es). La frontiere exterieure quant a elle 
est concave [Fig. 12(b)]. L’angle CI entre deux segments 
de droite voisins est ici strictement inferieur a A. 

Le Tableau 4 presente les erreurs relatives entre les 
flux traversant les frontieres d’un espace annulaire de 
section circulaire od la paroi interieure est a T, = 1 “C 
et la paroi exterieure a Tf = 0°C. Les solutions 
numtriques obtenues sont ici compartes a la solution 
analytique exacte pour un rapport de rayons de 2 et 
pour une conductivite thermique de 1 W m-’ “C-‘. 

Le maillage le plus grossier est compose respec- 
tivement de 10 et 20 noeuds sur les cercles inttrieur et 
exterieur. Pour le maillage fin, nous avons double ce 
nombre de noeuds. Les angles LY pour ces deux mail- 
lages sont alors de 216” et 198”. On constate que 
l’erreur ne diminue que tres ltgtrement dans le cas de 

Tableau 3. Comparaison entre les valeurs des flux obtenues par la 
methode des bilans et la MEF dans le cas d’une singularit& multiple 

MCthodes 

MEF 
MB 

@ Par08 ksude 

0.54795 
0.5479776 

QParol fro,& 

- 0.242449 
- 0.54794 

Erreur (%) 

55.75 
6.86 X 10-3 

Table 4. Comparaison entre les valeurs des flux obtenues par la methode 
des bilans et la MEF dans le cas d’une singularite sur une frontitre courbe 

Maillages 

MCthodes 

MEF 
MEF 
MB 
MB 

Nombre de Nombre Erreur relative 
noeuds d’tltments (%) 

45 60 36.92 
149 238 19.82 
45 60 0.00 

149 238 0.00 
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la MEF. En effet, en raffinant le maillage, on augmente 
la prkision sur le calcul du champ de tempkrature et 
on diminue l’angle c( existant entre chaque Clkment de 
frontiirre, mais on augmente aussi le nombre de points 
singuliers. 

9. CONCLUSION 

Nous avons montrC dans ce travail que le calcul des 
flux aux parois prksentant des singularit& peut 2tre 
entachk d’erreurs importantes et doit Ctre effect& avec 
soin. Nous avons kgalement montrC comment l’u- 
tilisation d’une mkthode de volumes de contr6le aux 
front&es permet de contourner la difficult& Cette 
technique qui peut &tre facilement implantke sur des 
logiciels utilisant la mkthode aux Clkments finis est 
une alternative inGressante aux techniques existant 
actuellement. 

REFERENCES 

1, Rice, J. R., A path independent integral and the approxi- 
mate analysis of strain concentration by notches and 
cracks. Journal ofApplied Mechanics, 1968,35,379-385. 

2. Peric, M., Natural convection in trapezoidal cavities. 
Numerical Heat Transfer, 1993,24(Part A), 213-219. 

3. Chao. P. K.-B., Ozoe, H., Churchill, S. W. and Lior, N., 
Laminar natural convection in an inclined rectangular 
box with the lower surface half heated and half-insulated. 
Transactions of the ASME. Journal of Heat Transftir, 
1983. 105,425432. 

4. Bassani. J. L., Nansteel, M. W. and November, M., 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

IO. 

Il. 

12. 

Adiabatic-isothermal mixed boundary conditions in heat 
transfer. International Journal of Heat and Mass TranJ- 
fer, 1987, 30(5), 903-909. 
November, M. and Nansteel, M. W., Naturalconvection 
in rectangular enclosures heated from below and cooled 
along one side. International Journal qf Heat and Muss 
Transfer, 1987. 30( I l), 2433-2440. 
Dutta, B. K., Maiti, S. K. and Kakodkar, A., On the use 
of one point and two points singularity elements in the 
analysis of kinked cracks. Internutionul Journal ,for 
Numerical Methods in Engineering, 1990,29, 1487-1499. 
Maiti, S. K.. A finite element for variable order singu- 
larities based on the displacement formulation. Inter- 
national Journal,f?w Numerical Methods in Engineering, 
1992,33, 1955-1974. 
Maiti, S. K., A multicorner variable order singularity 
triangle to model neighbouring singularities. Inter- 
national Journal fbr Numerical Methods in En,yineering, 
1992, 35,391408. 
Lucas, T. R. and Oh, H. S., The method of auxiliary 
mapping for the finite element solutions of elliptic prob- 
lems containing singularities. Journal of Computntional 
Physics, 1993, 108, 3277342. 
Salagnac, P., Application d’une mtthode d’tlkments finis 
basCe sur le concept des volumes de contr6le g la r&s- 
olution de problemes de micanique des fluides et ther- 
mique prCsentant notamment des singularit& aux fron- 
tiires. These de doctorat de I’Universit6 de Poitiers, 
France, 1995. 
Sadat, H. and Salagnac, P., Further results for laminar 
natural convection in a two-dimensional trapezoidal 
enclosure. Numerical Heat Tramjizr, 1995, 27(Part A), 
451 459. 
FZDAP CIsers Manual. Fluid Dynamique International. 
April 199 1. 

CALCULATION OF FLUXES ON SURFACES PRESENTING SINGULARITIES 

Abstract-This paper deals with the calculation of heat fluxes at singular boundaries. We show that 
accurate evaluation of these fluxes can be made by using a heat balance on boundary control volumes. 
Numerical examples in heat diffusion and natural convection problems are considered to assess the 
correctness of the proposed method. Finally, the region of influence of the singularity is discussed. 


